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TESTE INITIALE

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 50 de minute.

TESTUL 1
Partea 1. Scrieti doar litera corespunzdtoare raspunsului corect. 4
(0,5p) 1. Rezultatul calculului 3(V2-1)-+/18 este:
A1 B.-3; C. 6v2; D.-6

(0,5p) 2. Solutia ecuatiei %+ 1—Tx = 1% este:

A. %; B.11; C.9; \ .
(0,5p) 3. Valoarea lui m pentru care perechea (2, 1 @’ olutie a sistemului
x+3y=-1
este:
mx—y=3

A.3; B. 4; D. 2.
(0,5p) 4. Lungimea segmentului avand cap& ) si B(2, -1) este:

A4 B.5; L 32; D. 10.
(0,5p) 5. Unromb ABCD are ¢ ra unghiului ABC este egala cu:

A.90% C. 150°%; D. 60°.
(0,5p) 6. Un patrat are aria egald cu 8 cm’. Lungimea diagonalei sale este:
A. 8 cm; B. 4 cmy; C. 2\/5 cmy; D. 4\/5 cm.

0,5p) 7. Lungimea cerculuiiavand raza egald cu m cm este:

A. 21 ey .21 cm; C.m* cm; D. 41 cm.
0,5p) 8. Ari% ului regulat avand apotema egald cu 6\/5 cm este:
cm

B. 72\/3 cm?; C. 54 cm? D. 216\/5 cm?,

. &
Partea & iitoarele probleme se cer rezolvirile complete. (5 puncte)
1 1 1 1 1 1 1
ie numerele a=| —+———|-.[7— si b=| ———+— |-/5' =4 . Aflati
P ( 2 3 12 ) 9 ( 2 3 12 ) '

media geometricd a celor doua numere.
2. Pretul unui produs este 120 lei. Dupa o scumpire, pretul devine 126 lei.
Aflati cu ce procent s-a scumpit produsul.

(1p) 3. Un trapez isoscel are lungimea bazei mari egala cu 12 cm si lungimea
liniei mijlocii egala cu 10 cm. Aflati lungimea segmentului care uneste mij-
loacele diagonalelor.
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4. In figura 1, triunghiul ABC este dreptunghic cu C A

«A =90°, E este mijlocul laturii AB, iar AD este per-
pendicular pe BC (D € BC). Se stie ca AD = 6+/2 cm si D
TE
D _og.
BD
(1p) a) Aflati aria triunghiului ABC.
(I1p) b) Aflati perimetrul triunghiului CDE. Figura 1 B
TESTUL 2
Partea 1. Scrieti doar litera corespunzitoare raspunsului corect. (4 puncte)
0,5p) 1. Rezultatul calculului (2\/§ —\/ﬁ + \/E ) 271 este:
A2 B. 2; C. 3V2; D. 0.
0,5p) 2. Cel mai mic numar intreg, mai mare decat 4\/§ , este:
A.7; B. 6; C. 49; D.8.
0,5p) 3. Suma solutiilor ecuatiei |2x — 1| = 5 este:
A.5; B. 3; C. 1 D.-2.
(0,5p) 4. In tabelul de mai jos este reprezentatd odépendentd functional.
x | o0 1 a
y=2x-1 | -1 1 5
Valoarea lui 4 este:
A.9; Bi-2; C.3; D. 4.
(0,5p) 5. Lungimea catetei unuiftriunghi dreptunghic isoscel cu ipotenuza de
\/E cm este:
A.3 cm; B. 6 cm; C.9 cm; D. 4 cm.
0,5p) 6. Aria rombului ABCDyin care AB =10 cm si AC =12 cm este:
A. 192 cm?; B. 120 cm?* C. 60 cm?; D. 96 cm®.

(0,5p) 7. Fie un triunghi ABC si punctele P € (AB), Q € (AC), astfel incat PQ || BC.
DacasAB=16 em, AP =12 cm, QC =3 cm, atunci lungimea laturii AC este:

A9 cm; B. 12 cm; C.6 cm; D. 8 cm.
(0,5p) 8. Rezultatul calculului 8 cos 60° sin 30° — tg 45° este:
A.2; B.-1; C1 D. 0.
Partea a II-a. La urmdtoarele probleme se cer rezolvdrile complete. (5 puncte)

@p) 1. Numerele naturale x, y, z verificd relatiile vx+1=2 si jy(z+4)=3.

Aflati media aritmeticd a celor trei numere.

(I1p) 2. Sapte caiete de matematica si cinci caiete dictando costa 41 lei. Aflati
pretul fiecdrui tip de caiet, stiind ca cel dictando costa cu un leu mai mult
decat cel de matematica.
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ALGEBRA

CAPITOLUL I
INTERVALE DE NUMERE REALE.

INECUATII IN R

I.1. MULTIMI DEFINITE CU AJUTORUL UNEI PROPRIETATI COMUNE
ELEMENTELOR LOR

elementele multimii o verificd si niciun element care nu Itimii nu o

verifica (numita proprietate caracteristica a multimii
astfel:
M = {x | x are proprietatea

Citim: ,,M este multimea acelor x care au proprie

PROBLEME REZOLVATE

1. Scrieti, prin enumerarea elementelo arele multimi:
@ B={a|aestecifra, 12a: 3};
D={(x,y)e ZXZ|x -y=-5}.

ota multimea M

Dacd, pentru o multime M, putem identifica o anumita p%t e care toate
rti

A ={x | x este vocald in cuvantu

C={xeZ|-2<x<3}

={27,45}; D = {30, 106}.
, un sistem ortogonal de axe xOy si notam cu (xp, yp) coordo-

. Reprezentati geometric multimile:
b)B={P|y,=1}; c) C={P|xp<0}.

ementele multimii A sunt acele puncte care au abscisa egald cu 0, adica
ctele axei Oy (figura 1).

entele multimii B sunt acele puncte care au ordonata egala cu 1, adica punctele
unei drepte paralele cu axa Ox, care contine punctul M(0, 1) (figura 2).

) Elementele multimii C sunt acele puncte care au abscisa negativad si ordonata ne-
precizata, adicd toate punctele semiplanului deschis cu frontiera Oy, situat in stanga
axei Oy (figura 3).

16
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y y B
A ¢
@) x @) x
Figura 1 Figura 2 Figura 3

4. Fiemultimile A={xe Z|x=3k+2,ke Z}siB={xe Z|x=32-3p, p € Z}. Arétati
caA=B.

Solutie: Vom demonstra ca A < Bsi Bc A. Fie x € A, adicd x = 3k+ 2,k e/7Z. Atunci x =
=32+3k—-30=32-3(10-k). Notand 10 - k=p € Z, obtinem' ca x=32> 3p, decix € B si
deducem cd A c B. Reciproc: Dacd x € B, rezulta ca x =382 ~3p =3(10 —p) +2=3k + 2,
unde k=10 -p € Z. Astfel, x € A si am aratat ca B c A, ceea ce incheie demonstratia.

PROBLEME PROPUSE

1. Scrieti, prin enumerarea elementelor, urmdtoarele multimi:
A ={x | x este vocald in cuvantul mulfime}; b= {x | x este cifrd impara};
C={x| x este cifra a bazei 2}; D = {x | x este numar prim de o cifra}.

2. Determinati elementele urmatoarelor multimi:
a) A={x| 2x5:3}; b)B={x| x32: 2};
) C={x| xx72:9}; d) D ={x| 12x: 4}.

3. Fie multimile A = {=2, 1,77} si B = {0, 1}. Determinati elementele urmatoarelor
multimi:

a) A UB={x|xe Alsauxe B}; b)AnB={x|xe Asixe B};

c) A\ B={x|xc Asix¢ B}; d)AxB={(x,y)|xe Asiye B}.
4. Determinati elementele urmatoarelor multimi:

a) A= {x|x e N¥ 2"<15}; b)B={x|xe Z x|2};

o) C={x|xe Z* x| <2}; d)D={x|xe N, 1<x-1<3}.
5.Scrieti cu ajutorul unei proprietati caracteristice urmatoarele multimi:

a)A={0,2,4,6,8}; b)B={0,1,4,9,16,25, ...};

0 C=1{1,2,4,8); gp=1123 250

23456
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6. Se considera multimile A={x|x=4k+2, ke Z}si B={x|x=2k ke Z}.

a) Scrieti cate trei elemente din fiecare multime.

b) Stabiliti daca numerele 200, 201 si 202 apartin celor doua multimi.

c) ArataticA Ac Bsi BZ A.
7. Se considera multimile A = {x |x =3k ke N}, B={x|x=3k+1, ke N}, C={x|x=
=3k+2,ke N}

a) Stabiliti daca numerele 2018, 2019 si 2020 apartin celor trei multimi.

b) Determinati A N B.
¢) Determinati A u B U C.

8. Determinati elementele urmatoarelor multimi:
a)A={(x,y)e NXN|2x+y=7}; b)B={(x, y)e ZxZ|x-y=2}
)C={(x, y)e RxR|3x+y=1six-2y=>5}.
9. Determinati cardinalul fiecareia dintre urmdtoarele multimi:
a)A={xe Z||x|<10}; b) B={xe Z|x¥’&£25)
c) C={abc|a+c=2}; d) D= { xy | % y¥

10. Se considera multimea M = {O; —g; -, /2%; T, 332, 10, (2)} . Determinati multimile:

a)A={xe M|x=0}; byB={xec M|x¢ Q};
oC={xeM|xeZ}; d)D=Axe M|x2y,Vye M}.
11. Determinati elementele urmatoarelor multimi:
a)A={xeNéeN}; b)B={xeN 3 EZ},‘
X x—1
oC=lxezl——eazt; D= lxez|P 3zl
2x+1 x+1

12. Fie multimea.M = {x.€ Z| -5 <x < 9}. Determinati elementele multimilor A, B, C si D,
unde: A={xe M|xj=«}, B={xe M||x|=-x},C={xe M||x|<2},D={xe M||x| 2 4}.
13. Fie multimile A'={x € Z |x=2k+1, ke Z}siB={xe Z |x=201-2p,p € Z}.
Aratati ca A= B.
14. Daca, M este un punct in planul triunghiului ABC, determinati urmatoarele
multimi:

a)yP={M|Me BC, BM=MC}; b) Q={M|MA=MB=MC};

¢) R={M|MA=MB}; d) S={M|dM, AB)=d(M, BC)=d(M, AC)}.
15. Reprezentati, in raport cu un reper cartezian xOy, urmatoarele multimi de puncte
din plan:

a) B, ={M|xy=yub; b) B ={M|xy=-yub; ) C={M|xy=yw-1<xy<1}.

18
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CAPITOLUL II

CALCUL ALGEBRIC IN R

11.1. OPERATII CU NUMERE REALE REPREZENTATE PRIN LITERE:
ADUNAREA $I SCADEREA. REDUCEREA TERMENILOR ASEMENEA

1. Pentru a calcula sumele 3+/3+5v3 sau 3-7°+5.7° folosim pro
operatiilor cu numere reale:

3v3+5V3 = (3+5)13 =83 ;

3.7845.7% =(345).7° =8.7%
Dac inlocuim numerele +/3 sau 7' cu un numar real (N vem in mod

analog:

3x +5x=(3+5)x =8x.
In toate calculele pe care le vom efectua in indare, prin litere desemnam

numere reale oarecare.

2. In suma algebrica: &5

termenii sunt 3x>, —2xy, y* si -5; re coeficientul 3, —2xy are coeficientul
-2, iar y” are coeficientul 1.

3. Termenii —2xy si 7xy, care au aceeasi parte literald, se numesc termeni asemenea.
De obicei, intr-o sum ricd, termenii asemenea se reduc:

Zxy — 10x° + 3 = —4x” + 5xy + 3.

d) (2x —y) — (x = 3y) = (-x + 2y).

e:a)9x =7y + 3y —2x = (9x - 2x) + (-7y + 3y) = 7x — 4y;
b) x +4x + 5y — 11x — 12y + 7y = (x + 4x — 11x) + (5y — 12y + 7y) = —6x + 0 = —6x;
€) 2(x +3y) = 3(2x —y) =2x + 6y — 6x + 3y =—4x + Yy;
d)(2x-y)-(x-3y) - (x+2y)=2x -y —x+3y +x -2y =2x.

30
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PROBLEME PROPUSE

1. Calculati:

a) -3x + 5x;

)2y -3y +10y - 7y;
Calculati:

2 3
a) —x——x;
3 4

c) 0,3x - 0,5x +1,2x;

Calculati:

a)20a—-17a +a;
c)-5b+b +3b;

e) 19¢ - 12c - (7c);
Calculati:

a)2a-3a-4;

c) —2a+ 3x +5a - 9x;
e)3a-2+a+3-5a-1;

Calculati:

a)x—2y+3x+7y;

C) la—b+lb—2a;
2 3

e)a—-3b—a+4c-b+8¢

Calculati:
@

a) 3x — (4x - 2);
5b — 4a);

c)—(3-2x)—(—x+
Calculati:
3x+1) — (4x° +1);

a) (4a -

-2-{x-3-[5x-4-(6x-2)};

;)@4‘ 2y - 2x;

b) 2x + 11x — 15x;
d) 12¢ - 107 — 20z + 15¢.

11 1
b) Ex+—x——x;

1 4
d) O,Zy—gy—0,8y+gy.

b) 9a + 2a — 134;
d) 5b — (-2b) + 8b;

f) —(-3¢) + (-2¢) — (4c)\®
b) x -5+ 6x<4; @
d) 11a + 3x —x

4aq.

f) 2x+7

1
——x+=;
4 6

f) x — 3y + 4x — 2z + 5y +( -3z).

b) (x-1)—-(-3x+1) - (2x - 3);
d) 7 — (2x — 3) + (-3x + 4).

b) x +5—[3x - 6 - (2x — 10)];
d)9-{2x - [x— (1 -x) + 2x - 1]}

9. Fiea, b si c trei numere reale astfel incat a + 2b = 174 si a + b + ¢ = 426. Determinati

b—-csi2a+3b+c.

Matematicd. Clasa a VIII-a
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Q) b-2b—-3b+4b+5b—6b—7b+8b+...+37b—38b -39 + 400;
d)y+2y-3y+4y+5y-6y+...+3ly + 32y —33y).
20. Fie x, y, z trei numere reale astfel Incat 2x -3y +52>0,3y -5z +16>0si 5z - 2x - 21 2
> (. Aratati ca 2x — 6y + 5z este un numar prim.

11.2.OPERATII CU NUMERE REALE REPREZENTATE PRIN LITERE: INMULTIREA,
iMPARTIREA SI RIDICAREA LA PUTERE

Pentru a efectua calculele in care avem inmultiri, impartiri sau ridicdrila putere,
folosim regulile de calcul cu puteri, distributivitatea Inmultirii fatd de adunare/sca-
dere, regulile de desfacere a parantezelor:

(2x°y*)- (Bxy*) =—6x"y";

(45 (30" ) =30 (3, #0)

(c+1) s (cx =172 = (x4 1) s (x+ 12 =x 41 (x 2-1);

(2x =17 -(6x—3)° =(2x 1) - (27(2x 1)) = 27(20%.1)%%

(-2x%yz)° = —8x°y’2%;

x-(2x—y)=x-2x)—x-y=2x"—xy;

(x> —x=1)-(=2x) = x” - (-2x) — x - ()~ I9(-2x) = 2x° +2x” +2x ;
(2x° =3x% +4x) 1 x = (2x°) : x =327 ): 1+ (4%) : x = 2x” —3x+4 (x 2 0);
(x+1)2x-1)=(x+1)-2x% (x +4) - (-)=2x"> + 2x —x - 1=2x" +x - 1.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera expresia E(x) = (2x + 1)(x — 2) — (x + 3)(x — 3) — (5 — 6x). Ardtati ca E(x) =
(x + 1)(x + 2), pentruericenumadr real x.

Solutie: E(x)E 20" 4x +2—2 - (X’ =3x +3x—9) -9+ 6x=2x"-3x -2 - (x** = 9) -5+ 6x =
20 —3x —2— At 9 TS5+ bx=x"+3x+2si (x + I)(x +2) =x"+2x +x +2=x"+3x + 2,
rezultd ca E(x)= (x+ 1)(x +2), pentru orice numadr real x.

2. Se considera expresia E(x) = x° —29('[x2 +(\/g—x)(\/§+xﬂ+5(2x+5) , unde x este
numar real.

a)Aratati ci E(x) = x* + 25, pentru orice numar real x.

b) Calculati /E(12) .
Solutie: a) E(x) = x* —2x (22 + 5+ x5 - x4/5 - x?) + 10x + 25 = x* = 10x +10x + 25 = x* + 25.
b) Deoarece E(12) = 12° + 25 = 169, rezultd c& /E(12) =13.
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11.9. FRACTII ALGEBRICE. AMPLIFICAREA SI SIMPLIFICAREA a0

PROBLEME REZOLVATE

1. Determinati numerele reale x pentru care fractia

)
[m]:en=

2 are sens.
x -

Solutie: Fractia are sens dacd numitorul ei, x* — 1, este diferit de zero, adicd x € R —{~1,4%

-2
Spunem ca multimea R — {-1, 1} este domeniul maxim de definitie al fractiei K y
x f—

x+3

2. a) Amplificati fractia cux+1.

X
+3 3 . ox+2
S1

b) Aduceti fractiile il , si —
x  2x+2 7 x"+x

la acelasi numitor.

x+1)

2
Solutie: a) x+3 _(x+D(x+3) _x"+4x+3

x (x+1)x X +x

2(x+1))

. . . x+3 _ 2x°+8x+6
b) Un numitor comun al celor trei fractii este 2(x + 1), Avem = ;

x  2x(x+1)
Y3 3x Yx+2  2x+4
2x+2 2x(x+1)" x®+x 2x@+1))
2 _A4%+4
3. Se considera fractia F(x)= xz—x+ , unde x este numar real, x #-2, x # 2.
x —

a) Simplificati fractia.
b) Calculati F(-1).
¢) Determinati namerele intregi x pentru care F(x) este numar intreg.

(x-2

(x—2) o x-2
(x=D(x+2)  x+2’

Solutie: a)yF(x)=

-1-2
b) F(+l)=——=-3;
) F -1+2
c)Fractia F(x) este numar intreg dacd si numai dacd x + 2 divide pe x —2. Cum x - 2 =
=x +2 -4, conditia anterioard este echivalenta cu x + 2 divide pe 4. Deci, x + 2 € {4,

-2,-1,1, 2,4}, de unde rezultd ca x € {-6, 4, -3, -1, 0} (caci x # 2).
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PROBLEME PROPUSE

1. Determinati valorile reale ale lui x pentru care are sens fiecare dintre urmatoarele
fractii:

1 x+1 X x?

a) ; b) ; Q) 5 d) 57—
x+3 2x-3 x" =9 X +4x+4

2. Determinati valorile reale ale lui x pentru care nu este definita fiecare dinhtre
urmatoarele fractii:

x 3 x*+1 1

; d

a ; b ; C ; — B
) x=2 ) 2x+1 ) 4—x? x> -5x46

-1
3. Se considera fractia algebrica F(x)= x_+1 , unde x este numar real, x # —1."Calculati
X
F(1), F(2) si F(-2).
2 —
4. Se considera fractia algebrica F(x)= x_zl , unde x este numar real, x # 0. Calculati:
x

a) F(v2); b) F(a) — F(-a), unde a € R Q.E@) - F(3)- ... F(10).
5. Efectuati amplificdrile™
x) 2x-1) 25%) *—x+1)
x+1 X x+2 x+1
a ; b ; c) S5 d .
) x—1 ) 2x+1 ) ¥’ +1 ) x°
6. Amplificati cu x — 1 fiecare dintremrmatoarelefractii algebrice:
3 X x+1 x=2
a) —; b g C ; d) ——.
) x ) x+1 ) x—1 ) X +x+1
7. Amplificati fractia algebricd N cu:
x
a) x; b)x£2; Qx*+1; d) 2x +3.
8. Aduceti la acelasinumitor fractiile algebrice:
1 3 1 2 x  x+2 1 2
a) —, —; b ’ ; C) —— ——— d 7 .
) 2 & ) x-1" x+1 ) x+1" x* -1 ) ¥ +x x -1
9. Aduceti la acelasi numitor fractiile algebrice:
a) l,g,iz; b) 2 e x2+2;
2 x 3x x-1 x+1 x"-1
2 3 X 1 3 x-1
<) , > = d) — ;= S
x—1 (x-1)° (x-1) X =2x x"+2x x -4
x 5 3 X 3 7 1

e) — ; f)

x=2" x" x*-2x x=3" x*-9" 2x+6" x+3°

" Presupunem c4 literele apartin unor multimi de numere reale pentru care toate calculele au sens.

58
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3 . x+1). x°+x% +6x

: , unde x este numar real,
3
x=3 x+3

27.Se considera expresia E(x)=[ =
x”=9x

diferit de -3, 0 si 3.
a) Aratati ca E(x) = x% oricare ar fix € R—{-3, 0, 3}.

b) Determinati numerele reale a si b, stiind ca E(a +b + 1) + E(a) = 2b.

2 2 _
28.Se considera expresia E(x) =(4x t2erl  10x ox j sz 3
4x"+4x+1

S , unde x
2x—1 1-4x" 2x+1

este numar real, diferit de —% , Osi %

a) Aratati ca E(x)= 2073 , pentru oricex € R - {—l, 0, l} .
2x -1 22

b) Aproximati cu o zecime prin lipsa numarul E(a), unde a = (322 )(1 +2).
x 6
+
x+1 x-2

29.Fie E(x)=—; ! :( ),undexe R-{-1, 2}.
X =x-2

a) Aratati ca E(x)= , pentru orice x € R — {=1, 2}

x*+4x+6
b) Determinati valoarea maxima a lui E(x).
2
30.Se considera expresia E(x)= xz —2xt2 :[ - +— 7 J, unde x este
X +3x+2 \x+1, x+2 x"+3x+2
numar real, diferit de -2 si —1.
2 -2x+2

a) Aratati ca E(x)= xz spentru oricex € R - {-2, -1}.

-2x+3
b) Determinati valoarea minima a lui E(x).

11.13. ECUATII DE FORMA 8’4+ bx + ¢ = 0, UNDEa, b, ce R, a=0 ¥
[=] g

O ecuatie,deforma ax*>+bx+c=0,undea, b, ce R, a#0 se numeste ecuatie de
gradul al II<lea.

Numerele g, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei.

Q astfelde ecuatie poate avea doua solutii reale, o solutie reald sau nicio solutie
realahAceste trei cazuri sunt determinate de semnul numarului A = b* — 4ac, numit
discgiminantul ecuatiei.

I Daca A>0, ecuatia are doua solutii reale (distincte):

. —b—\/K, . —b+A
2a 2a

si ax®+bx +c=a(x —x,)(x - x,).
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II. Daca A =0, ecuatia are o solutie reala:
b
' 2a

si ax’® +bx + c=a(x —x;)> = a(x — x7)(x — x,).

X

Comparand ultima relatie cu relatia similarda de la cazul precedent, putem
considera ca ecuatia are si In acest caz doua solutii reale, dar egale, adica:

b
2 24

II1. Daca A <0, ecuatia nu are nicio solutie reala.

PROBLEMA REZOLVATA

Rezolvati urmatoarele ecuatii de gradul al doilea (cu necunoscuta x):
a)x*—5x=0; b) 4x* -9 =0; Q) x> +6x+9=0;
d) 2x*-5x - 12=0; e)3x’ +5x +4=0; £y mx>+ (m—2)x —2m +2 =0, m e R*.
—b-JA
a

Solutie: a) Avema=1,b=-5,c=0si A=0b" - 4ac = 25. Eeuatiasare solutiile x, = o

X, =X

- —b+~A
25 _p X =b+—\/7 = ? =5 . Ecuatia‘se poatefrezolva si astfel: x* — 5x = 0 &

2 T2 2a

b) Observam cd a=4, b =0, c =<9 si A= 144, x, =ﬂ=—é si X, =M=E.
2a 2 2a 2
Ecuatia se poate rezolva si astfel: 4x* ~9=0 < (2x - 3)(2x +3) =0 & x; = —% , Xy = % .

c)Cuma=1,b=6,c59si/A=0, rezultd cd x, =x, :;—b:— 3. O alta rezolvare ar fi:
a

X¥+6x+9=0 (x+3) =0 x=-3 (=x,=x,).

—b—+/A
d) Deocarecen=2, b=-5,c=-12si A= b* — dac = 121, rezultd ci X, :bz—f: _% si
a

RSN

y=———=4.
20

e)Avema=3,b=5,c=4si A=-23<0, deci ecuatia nu are nicio solutie reala.

f)intelicat a=m, b=m -2, c=-2m +2, A=b*— dac =9m* - 12m + 4 = (3m — 2)* 2 0, avem

—m+ _ _
=—2 m_|3m 2' sideci x, =1, x2=2 2m

NI 2
. . Observam cd, pentru m=—, x; =x,=1.
. m 3
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PROBLEME PROPUSE

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

1. a)x*+4x=0; b) x* —x=0; ) 5x* +3x =0;
d) 2x*=x; e) —4x = x% f) 2 =x2.
2. a)x’—=9=0; b) x* = 16; c)4x* - 25=0;
d) 2x*+8=0; e)x’-3=0; f) 3x*+27=0.
3. a)x—dx+4=0; b) 2% +242x+2=0; Q) (x—2)=4;
d) (x+12-9=0; e) X2+ 2x +1=25; f) x> —243x+ 327,
4. a)xX*+3x+2=0; b) x>+ 7x + 12 =0; o) x’—8x+12=0;
d)¥*+x-2=0; e)2x’—3x -2=0; f) —6x* %2 = 0.
5. a)xX’+4x+2=0; b)x*-3x+1=0; QX +xA1=0;
d) x> +2x+5=0; e)2x’ —x+1=0; =" +2x=3=0.

6. Determinati valorile reale ale lui x, pentru care arésens fi¢care dintre urmatoarele
fractii algebrice:

1 x+1 X x*+1

) 20 3% b) P oxtl’ ° v 2x 13 9 4x* —8x+1"
7. Descompuneti in factori:

a) X’ —5x +6; b) 2x” + 3% - 2 c) 3x* - 30x + 75;

d)x*-2x-2; e’ +3x+1; f) 4% — dx - 1.
8. Rezolvati in R ecuatiile:

a) X’ +2x=3; b) x* - 2x =15;

C)2x°+3x=4x+1; d)x(x-2)-4(x+1)=3;

e) (x +1)" + (x +2)° =l(x - 2)(x + 2); f) 6(x +1)° = 2(2x + 1)> = (x = 2)(x + 3) - 8.
9. Rezolvatiin R ecuatiile:

a) =x+4; b) l+ 1 =§;

x+1 x x-1 6

2
x+1 X :x2+4; d)
x—2 x+2 x"—-4

¥+1 1 1
C) T + =
-1 x-1 x+1
10. Rezolvati, in functie de numarul real m, urmadtoarele ecuatii cu necunoscuta x (x € R):
a) x*~ mx +3(m —3) =0; b) x> +x —m*+3m—-2=0;
€) x> —2mx+m*-9=0; d)mx*—(m+1x+1=0,m=0.

11. Rezolvati in R ecuatiile:

a)x'—5x*+4=0; b) x*-3x"—4=0;
Q) (¥ +x)° = 8(x*+x)+12=0; d) x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 24.
70
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CAPITOLUL III

FUNCTII

(=] =]
=]

O functie este un triplet (4, B, f), unde A si B sunt multimi nevide, iar f este @ co-
respondenta Intre elementele acestor multimi prin care fiecirui element din A ise
asociaza un singur element din B. Scriem f: A — B.

Multimea A se numeste domeniul (de definitie al) functiei, iar B se'numeste
codomeniul functiei. Relatia f (x) = y arata ca valoarea functiei in'x & A este y € B;
f se numeste legea de corespondenta a functiei si poateyfi ‘data sintetic (prin

111.1. NOTIUNEA DE FUNCTIE

descriere-text, diagrame, tabele etc.) sau analitic (printr-o formula).
Doua functii se numesc egale daca au acelasi domenius acelasi codomeniu si
aceeasi lege de corespondenta.
Daca f: A — B este o functie, atunci multimea yaloxilo¥(imaginea) lui f este:
Im f={f(x)lxe A} £ B.

PROBLEME REZOLVATE

1. a) Se considerd sirul de numere naturale?, 5, 8, 11, 14, ... si functia f: N* - N,
f(n)=3n - 1. Aratati ca primii cinei termeni ai sirului sunt f (1), f(2), f(3), f(4), f (5).
Care este al 100-lea termen al sirului? Dar la 1234-lea?

b) Se considera sirul dé numere naturale 0, 3, 8, 15, 24, ... . Identificati o functie
g : N* — N, astfel Incat primii cinci termeni ai sirului sa fie g(1), g(2), g(3), g(4), g(5).
Care este al 100-lea termen al sirului?
Solutie: a) Avemfi(1)=8:1-1=2,f(2)=3-2-1=14,f(3)=3-3-1=8,f(4)=3-4-1=
=11, f (5)= 35— 1'=14. Al 100-lea termen al sirului este f (100) =3 - 100 — 1 =299, iar al
1234-leajeste’d - 1234 — 1 = 3701.
b) Funttia &: N®— N, ¢(1n) = n* — 1 are proprietatea c& g(1)=1-1=0, g(2) =2°-1=3,
9(3)= 3= 1= 8, g(4) =4 - 1=155i g(5) = 5° — 1 = 24. Al 100-lea termen al sirului este
¢(100) =100” - 1 = 9999.
2. Consideram functia f care asociaza fiecarui numar natural n — ultima cifra din scrie-
rea zecimala a numarului 3". Determinati domeniul de definitie al functiei f, precum si

codomeniul sau, stiind ca acesta din urma are cardinalul minim posibil.

Solutie: Este clar ca domeniul de definitie este multimea N a numerelor naturale.
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Deoarece u(3*) = u(81") = 1, rezulta ca u(3*"') = 3, u(3**?) = 9 si u(3***) = 7, oricare ar fi
k € N. Din teorema Impartirii cu rest, orice numadr natural se scrie sub una din formele
4k, 4k + 1, 4k + 2 sau 4k + 3. In concluzie, codomeniul (minimal) este {1, 3, 7, 9}.

3. Un robinet umple cu apa un rezervor avand capacitatea de 1000 /. Volumul de apa,
in litri, care se afld In rezervor la un moment dat este direct proportional cu timpul
scurs de la deschiderea robinetului, in minute, raportul de proportionalitate fiind egal
cu 10. Determinati functia care da volumul de apa din rezervor.

Solutie: Notam cu 7 volumul de apa, in litri, care se afla in rezervor la un moment dat

Py

si cu t timpul scurs de la deschiderea robinetului, In minute. Din enunt stim ca ah

= 10, prin urmare 7= 10t. Observdm si cd tmax = 100, pentru ca rezervorul se umple
dupa 100 de minute. Functia ceruta de problemd este 7": [0, 100] =R, 7{t) = 10t.

PROBLEME PROPUSE

1. Consideram A = multimea judetelor Romaniei; B = multimea oraselor din Romania.

a) Corespondenta f : A — B, care asociaza fiecdruijjudet orasele din acel judet,
defineste o functie?

b) Corespondenta g: A — B, care asociaza fiecarui judet resedinta sa, defineste o
functie? Aflati g(Arges), g(Cluj), g(Maramures), g(Vrancea).

c) Corespondenta h: B — A care asociaza fiecarui oras judetul in care se afla,
defineste o functie? Aflati h(Barlad); h(Husi); h(Petrosani); h(Deva); h(Orastie).
2. In care dintre diagramele de mai jos este reprezentati o functie si in care nu?
Justificati raspunsul!

a)

d)

3. Pentru fiecare dintre urmatoarele functii, precizati domeniul de definitie si
codomeniul:
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21. Determinati toate functiile f: {a, b, c} —{1, 2} cu proprietatea ca:

a) f(a)< f(b); b) f(b)+ f(c)=4.
22. Determinati numarul functiilor f: {1, 2, 3, ..., 10} — {0, 1} cu proprietatea ca:
a) f(M)+ f(2)+...+ f(10)=10; b) f(1)+ f(2)+...+ f(10)=1.

23. Scrieti legea de miscare a unui mobil care pleaca de la kilometrul
0 si se deplaseazd cu viteza constanta de 70 km/h. Cum se modifica
aceasta lege daca mobilul pleaca de la kilometrul 50?

24. Notam cu O centrul cadranului unui ceas si cu A punctul cores-
punzator orei 12:00 (figura 1). Fie u(t) unghiul dintre minutar si
semidreapta OA la momentul f (exprimat in minute, incepand cu ora
12:00). Exprimati u(t) cand t € [0, 30]. Fig. 1

25. Un fabricant de masini de spalat are costuri fixe anuale de 10000000 de lei, la care
se adauga cate 400 de lei pentru fiecare masina de spalat produséa. Pretul cu care vinde
fabricantul o masina de spalat este de 800 de lei. Notam cu f(m),suma (in lei) cheltuita
pentru producerea a n masini de spalat si cu g(n) suma (in lei) cé revine ca beneficiu
fabricantului dupa ce vinde cele #n masini.

a) Calculati f(20000), f(30000), f(40000) si apoifdemonstrati ca f (1) = 10000000 +
+400n.

b) Aratati ca g(20000) < 0 si £(30000) > 0. Cum interpréetati aceste rezultate?

¢) Rezolvati inecuatia g(1) > 0 si explicati ce reprezinta solutiile acestei inecuatii.

(=] [=]

111.2. GRAFICUL UNEI FUNCTII

Graficul functieif: A — Beste: Gp={(x, f(x))|xe A} c AxB. [=]
Retineti!

1) Grare la fel de.multe elemente ca domeniul A al functiei.

2) M(a,b) e Gieae Asif(a)=0.

3) Daca A, B.c R, spunem ca f este o functie numerica. In acest caz, putem re-

prezenta geometric graficul functiei in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy.
Multimea de puncte ale planului care se obtine va fi numita, de obicei, tot graficul
functiei f

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie functiaf: {-1,0,1} > R, f(x) =x"" —x +1.
a) Determinati graficul functiei ca submultime a produsului cartezian R x R.

b) Reprezentati geometric Grin raport cu un sistem de axe ortogonale xOy.
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RECAPITULARE $I SISTEMATIZARE PRIN TESTE

Se acordi 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 50 de minute.

(1p)
(I1p)

(1p)

(I1p)

(I1p)

(I1p)

(I1p)
(I1p)

(I1p)

(I1p)

@p)

@p)

(I1p)

92

TESTUL 1
1. Fiefunctiaf: R = R, f (x) =2x — 1. Calculati f (0) + f (2).

2. Ardtati ca punctul A(3, 2) apartine graficului functiei f : R = R, f(x).=
x+1

-

3. Fie functiaf: R = R, f (x) = 2x + 1. Rezolvati in R inecuatia f(x) > f (-1).

4. Fie functia f : R = R, f(x) = 4 — 2x. Aflati coordenatele/punctelor de
intersectie dintre graficul functiei f si axele Ox si Qy.

5. Consideram seria de date statistice 5, 2, 4,2, 3, 2.
Comparati media seriei cu mediana seriei. Yy

6. Determinati functia f al cdrei grafic este reprezen-
tat In figura alaturata.

7. Se considera functia f: R = R/ f (x)i= - 2.

a) Reprezentati grafic functia, in rapert cu un sistem
de axe ortogonale xOy.

b) Determinati mdsura unghiului pe care graficul functiei f il formeaza cu
axa Ox.

¢) Calculati distanta de'la punctul C(-3, 0) la graficul functiei f.

TESTUL 2
1. Fiefunctia f: R — R, f(x) = 2 — x. Calculati media aritmeticd a numerelor
1251 F(0).
2. Determinati abscisa punctului de pe graficul functiei f: R = R, f(x) =
=-3x + 2, care are ordonata egala cu — 1.
3. Fie functiaf: R - R, f(x) = x + 1. Determinati a2 € R pentru care f (7 — 2) +
+f@+fa+1)=8

4. Fie functia f: R = R, f(x) = 3x — 1. Determinati n € Z pentru care L

fn)

este numadr intreg.
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Geometrie

CAPITOLUL IV

ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

IV.1. PUNCTE. DREPTE. PLANE

1. Punctul, dreapta si planul sunt notiunile fundamentale (de bazd) ale 'geome-
triei In spatiu. Ele sunt notiuni abstracte (nu existd in realitatea concreta, ciddoar in
imaginatia noastra) si primare (nu depind de alte notiuni cunoscute, intelegerea lor
intemeindu-se pe intuitie, pe comparatie si pe transpunerea in viata practica).

Punctul ni-l imaginam ca fiind urma lasata pe o foaie de hartie/de ain creion as-
cutit. Punctul nu are dimensiuni, nu poate fi confundat cusesbulina.

Dreapta este comparabild cu un fir de ata bine intins, imaginat ca nesfarsit de lung,
dar, spre deosebire de acesta, nu are grosime. Dreapta este oymtiltime de puncte.

Planul este comparabil cu suprafata unei mese, nemdrginita in toate directiile.
Planul nu are grosime, contine drepte si este @multime de puncte.

In figura 1 sunt desenate un punct A, o dréapta d'sifun plan o.

A d
% /
o
Fig. 1
De obicei, notam punctele cu litere mari si dreptele cu litere mici din alfabetul

latin, iar planele cu litere mici din alfabetul grec.
Planul, desi este némarginit, il reprezentam printr-o portiune dreptunghiulara a

sa care, In perspectivd, va apdrea ca un paralelogram. Ek 36
2. Proppzitig despte puncte, drepte, plane
P1. Prin.doua puncte distincte trece o dreapta si numai [=]
una;orice dreapta contine cel putin doua puncte.

Daca punctele distincte A si B apartin dreptei d, atunci B
notam dreapta d cu AB sau BA: /A//
A, B€d, A+B=d=AB=BA.

Sptinem cd doud puncte distincte determina o dreapta. Fig. 2

Ifi figura 3, punctele distincte A, B, C apartin dreptei d, D e

iar punctul D nu apartine dreptei d. d
Avem: A,B,Ce d, D¢ d;d=AB, d=AC etc. ° ° °
Punctele A, B, C sunt coliniare, iar punctele A, B, D B C

sunt necoliniare. Fig. 3
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P2. Intr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte A a
se poate duce o paraleld si numai una la dreapta /'/d
datd (Axioma lui Euclid sau axioma paralelelor). «
Acceptam deci, implicit, ca doua drepte paralele sunt Fig. 4
in acelasi plan.

Daca A ¢ d, existd o unica dreapta 4, astfel incat A € a si a || d; dreptele a si d se
afld in acelasi plan (figura 4).

x D
P3. Fiind date trei puncte necoliniare, existd un plan
si numai unul care sa le conting; Intr-un plan exista A B
cel putin trei puncte necoliniare. X X
Daca punctele necoliniare A, B, C apartin planului o, o x QO
atunci notam planul o cu (ABC) sau (ACB) sau (BAC) etc. Fig. 5

Spunem ca trei puncte necoliniare determina un plan.

In figura 5, punctele necoliniare A, B, C apartin planului, o, iar punctul D nu
apartine planului o.

Avem A, B,Ce 0o,D ¢ o; a.=(ABC), a.= (ACB), o= (BAC).étc

Spunem cd punctele A, B, C sunt coplanare, iar, punctele A, B, C, D sunt
necoplanare.

P4. Daca doua puncte distincte apartin unui plan, A
atunci dreapta determinatd de ele este inclusa in acel \'\],3\
plan. o

A,Be o, A#B= AB c o (figura 6). Fig. 6

P5. Daca douad plane distincte ati un punct comun, ‘
atunci intersectia lor este o dreapta.

AcanBazB=onP=d(Aed) (figura?).

3. Determinarea planuliii

I. Trei puncte necoliniare determind un plan.

Dacd A, B, C suntnecoliniare si A, B, C € «, atunci
o = (ABC) (figura 8).

11,0 dreapta si un punct exterior ei determina un plan. Fig.7

DacaA ¢d si A € o, d c a, atunci o. = (A, d) (figura 9).

IIl. Doud drepte concurente determina un plan. [=]Fd[m]
Dacaainb={0} sia, b c 0, atunci o = (g, b) (figura 10).

IVaDoua drepte paralele determina un plan. OF e

Daca a || bsia, b c o, atunci o= (g, b) (figura 11).

xC XA b /11
x x / X /
o A B o o @) o

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11
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4. Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

Stim deja cd, In plan, doud drepte distincte pot fi concurente sau paralele.

In spatiu, exista drepte care, desi nu sunt paralele, nu au niciun punct comun (de
exemplu, un om care std drept, In mijlocul unei camere, avand podeaua dreptun-
ghiulard, ar putea sugera o dreapta care nu este nici paralela, nici nu are vreun
punct comun cu una dintre marginile podelei). Doua astfel de drepte se numesc
necoplanare. Prin urmare, in spatiu, doua drepte distincte pot fi: concurente, para-
lele sau necoplanare.

drepte concurente drepte paralele drepte necoplanare

Reamintim ca doud drepte concurente sau paralele sunt coplanare.

PROBLEME REZOLVATE

1. In figura 12 este reprezentat un plan o, trei puncte te- %D

coliniare, A, B, C, ce apartin planului o si un punct, D,

exterior planului. A B
a) Stabiliti pozitia dreptei AB fatd de planulé. X %
b) Aratati ca punctele A, B, D determina un,plan si /o x C

gasiti intersectia acestuia cu planul ow Fig. 12

c) Care este pozitia relativa a dreptelor AD.si BC?

Solutie: a) Deoarece punctele A si Bisunt diferite si apartin planului o, rezulta, conform
propozitiei P4, cd dreapta AB este inclusa in planul o.

b) Punctele A, B, D sunt necoliniare, deoarece, in caz contrar, din relatiile D € AB si
AB c 0, am obtine D € g, fals. Asadar, punctele A, B, D determind un plan si (ABD) N
N o=AB.

c) Dreptele AD si BC nuypot fi paralele sau concurente, pentru cd atunci ele ar fi
coplanare siasta'ar insemna ca D apartine planului o, ceea ce este fals. Prin urmare,
dreptele AD i BC sunt necoplanare.

2. Fie A;B, C,D patru puncte necoplanare (figura 13). A

a) Demonstrati cd oricare trei dintre aceste puncte sunt
necoliniare.

b) Cate plane, care contin cel putin trei dintre punctele A, D
B, C, D exista?

Solutie: a) In primul rand, observam ci punctele A, B, C, D B C

trebuie sa fie distincte, cdci, In caz contrar, ele ar fi copla- Fio. 13
ig.

nare. Dacd, de exemplu, A, B, C ar fi coliniare, atunci dreapta
determinata de ele si punctul D ar apartine unui plan, deci punctele A, B, C, D ar fi
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coplanare, fals. Prin urmare, punctele A, B, C, D sunt coplanare.
b) Sunt patru plane: (ABC), (ABD), (ACD) si (BCD).

3. Consideram patru puncte necoplanare A, B, C, D. Fie
M e (AB), N e (AC), P e (AD)si {E}=MN n BC, {F} =
=NP n CD, {G} = MP n BD (figura 14). Demonstrati ca
punctele E, F si G sunt coliniare.

M

Solutie: Fie d dreapta de intersectie a planelor (BCD) si g
(MNP). Cum E € BCsi BC ¢ (BCD), rezulta ca E € (BCD).
Din relatiile E € MN si MN c (MNP), deducem ca E €
€ (MNP). Asadar E € d = (BCD) N (MNP). Analog ara- E
tam cd F si G apartin dreptei d. Prin urmare, punctele E, Fig. 14

F si G sunt coliniare, pentru ca toate se afld pe dreapta 4.

PROBLEME PROPUSE

1. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare astfel incat AB =AC= AD,= BC=CD = DB.
Calculati «BAC + «CAD + «DAB.

2. In figura 15, punctele B si C apartin planului o, iagpunetul A nu apartine planului
o. Stabiliti valoarea de adevdr a fiecdreia dintre urmatoarele propozitii:
P:BCco; P, ABc oy P, ppunctele/A, B, C determina un plan.

3.In figura 16, punctele necoliniare A, B, Q‘apartin planului o, punctul C este exterior
planului o si punctul O se afla pe segmentul(CD):

a) Stabiliti pozitia relativa addreptelor ‘AB’si CD si pozitia punctului D fata de
planul o.

b) Determinati (ABC) N o

¢) Determinati (ACD) N(BQOC).
4.1n figura 17, dreptelewa'si b sunt paralele si A, B€ a, C, D € b, AC n BD = {O}, iar
punctul P nu apartine planului‘determinat de dreapta a si punctul C. Stabiliti valoarea
de adevar a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:

P;: O aparxtine planului (4, b), determinat de dreptele a si b;

P,: P € (a, b); P;: (PAC) n (PBD) = PO;

P,: Intersectia planelor (PAB) si (PCD) este o dreapta.

x P
IS
x A O/ xB a A B
/
5 —d ><
/ b
x C

@ X D D C

Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17
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1V.2. PIRAMIDA

1. O piramida regulata are baza un poligon regulat si muchiile =]

laterale congruente.

2. Piramida triunghiulara regulata

In figura 1 este desenata o piramida
triunghiulara regulatd VABC cu baza
triunghiul echilateral ABC si fetele late-
rale triunghiurile isoscele congruente
VAB, VBC, VCA, iar in figura 2 este un
exemplu de desfasurare pland a su-
prafetei piramidei considerate.

3. Piramida patrulatera regulata

In figura 3 este reprezentati
o piramida patrulaterd regulata
VABCD cu baza patratul ABCD
si fetele laterale triunghiurile
isoscele congruente VAB, VBC,
VCD, VDA, iar in figura 4 este
un exemplu de desfdsurare

plana a piramidei VABD. A Fig. 8 v

4. Piramida hexagonala regulata

In figura 5 este desenati o
piramida hexagonald regulata
VABCDEF cu baza hexagonul
regulat ABCDEF sigfetele late-
rale triunghiurile isescele®con-
gruente VAB, VBC, VCD, VDE,
VEF si VEA; iarIn figura 6 este
un exemplu de desfasurare plana
a suprafeteipiramidei VABDEF.

5. Opiramida triunghiulard se mai numeste
si tetraedru. Un tetraedru cu toate muchiile
egale se numeste tetraedru regulat. In figura 7
este desenat tetraedrul regulat ABCD (AB =
=AC=AD=BC=CD=DB)

Fig. 5
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24. Un con circular drept are Inaltimea VO = 8 cm si raza R = 6 cm. Triunghiul VAB
este o sectiune axiala a conului (fig. 14). Aflati sinusul unghiului format de genera-
toarele VA si VB.

25. Un trunchi de con circular drept are Inaltimea OO’ = 4 c¢m, raza bazei mari R =

= 3/3m si raza bazei mici r = J3 em. Determinati masura unghiului dintre diago-
nalele AB’ si BA’ ale sectiunii axiale ABB'A’ (fig. 15).

<

Teorema celor trei perpendiculare (T31)
dLlo, dnoa={0} K

aco, Oga
OAla, Aca
Me d\{O}

=>MA_La

Prima reciproca a teoremei celoftrei perpendiculare
(R,T31)

dlo, dno={0}
aco, O¢a
Me d\{O}
MAL

a a teoremei celor trei perpendiculare (R,T3.L1)

Med\{ }
OAla, Aca =dlo
OL1LOA
MA 1La

Observatie. In probleme, folosim T3 pentru a determina distanta de la un punct
la o dreapta si R,T3L pentru a determina distanta de la un punct la un plan.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Pe planul dreptunghiului ABCD, cu AB= 633 cm si AD = 6 cm, se ridica perpen-
diculara AP avand lungimea AP =3 cm. Determinati:
a) d(P, BC);
b) d(P, BD);
c) d(4, (PBD)).
Solutie: a) Din relatiile PA 1 (ABC), BC < (ABC) si AB L BC
deducem, conform T3, c& PB L BC, deci d(P, BC) = PB. In tri- p
unghiul PAB, «A =90°, obtinem, conform teoremei lui Pitagora,
& PB=\/PA* + AB* =3/13 em.
b) Fie AS 1L BD, S € BD. Tinand cont cda PA L (ABD), BD c
c (ABD), AS L BD, obtinem, conform T31, ca PS L BD, deci B
d(P, BD) = PS. Din triunghiul BAD, «A = 90°, deducem ca BD'=

= VBA*+AD* =12 cm, iar AS =%=3\/§ cm. Din trigfe, C

ghiul PAS, «A =90°, obtinem, conform teoremei lui Pitagora, ca

PS=+PA*+AS* =6 cm.

¢) Construim AT L PS, T € PS. Din relatiile AT 4 PS;PS I BD, AS 1 BD, PS c (PBD)
deducem, conform R,T31, cd AT L (BPD), deci'd(A, (PBD)) = AT. Din triunghiul PAS,

AP-AS 33

PS 42
2. Dreptunghiurile ABCD si ABEF stint situate in plane perpendiculare. Se stie ca
AB =10 cm, BC =30 cm si BE =40 cm. Determinati:

a) d(A, CE);

b) d(B, (ACE)). F E
Solutie: ay Cum AB 1 _BC si(AB/L BE, rezulta ca AB L (BCE).
Ducem BS L CE, S¢e CE si, din T31, deducem ca AS L CE,
asadar d(A, CE)= AS. Din (ABC) L (ABE), (ABC) N (ABE) = AB S
si EB L AB, obtinem ca EB L (ABC), prin urmare EB 1 BC. In
BC-BE _

CE
£30-40 D ¢

20\ 24 cm. Din triunghiul dreptunghic ABS, «ABS =

<90°, glsim AS =+ AB®+BS® =26 cm.
b)Ducem BT L AS, Te AS. Cum AS L CE si BS L CE, din R,T3, rezulta ca BT L (ACE),
BS-BA 240
———="—0mm
AS 13

+A =90°, obtinem ca AT =

triunghiul dreptunghic BCE, «CBE = 90°, avem BS =

deci d(B, (ACE)) = BT =
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CAPITOLUL V
ARII $I VOLUME ALE UNOR CORPURI

GEOMETRICE

V.1. CALCULUL UNOR DISTANTE $I A UNOR MASURI DE UNGHIURI
iN CORPURILE STUDIATE

PROBLEME REZOLVATE

1. Piramida patrulatera regulatda SPACE are toate muchiile de
lungime a, 2> 0.
a) Aflati masura unghiului format de dreapta SP cu planu
(SAE).
b) Calculati distanta de la punctul A la planul (SPE
¢) Determinati sinusul unghiului format de planel
si (SPE).
Solutie: a) Deoarece prs,p PS = OS, rezultd ca «(SP, (S «PS0O, unde O este centrul

N N . . . a . Coe . .
bazei. Intrucat PACE este patrat, rezultd si atunci, din triunghiul POS,

O =90°, obtinem ca masura unghi
b) Fie M, N mijloacele segmeén
d(A, (SPE)) = d(M, (SPE)). Construirn
L MN, rezulta ca PE L (SMN), deci PE

gald cu 45°.

AC, "respectiv. PE. Avem AC || (SPE), deci

QL SN, Qe SN. Tinand cont ca PE L SN si PE L

MQ. Asadar, MQ L SN, MQ L PE, deci MQ L
MN-SO MQ-SN

1 (SPE), iar d(M, (SP{ n triunghiul SMN va rezulta 5 5 ,

. Deoarece AC || PE, rezulté ci d || AC || PE. Intrucat triunghiu-
echilaterale, rezulta ca SM L AC, SN L PE, deci unghiul dintre
PE) este unghiul MSN. Din triunghiul MSN, exprimand aria in

22

vom obtine ca sin(«MSN) = Tz .

ati ABCA,B,C, avand AB =6 cm si AA, = 63/3 cm.
a) Aflati distanta de la punctul A, la dreapta BC.

b) Aflati distanta de la punctul A la planul (A,BC).

¢) Aflati masura unghiului dintre dreptele AB, si CC,.

176
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V.2. PRISMA [=]:234 =]
e ) A
Conventii de desen. Notatii [=];
Prisma triunghiulara Prisma patrulatera Prisma hexagonala
regulata regulata regulata

DI-
Al
B A
7,=3- AB; 7%=

A =

Aria si volumul unei prisme

=% h

Paralelipipe
dreptunghic

A/ E B,
Drrpy c
I

A B
L+1)-h A = AP
2(L-1+L-h+1-h); = 6

=L-1-h. yop
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PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera o prismd patrulatera regulatd ABCDA'B'C'D’
in care AB = 10 cm. Aflati aria laterald si volumul prismei, D’ ¢’
stiind cd diagonala A'C formeaza cu planul (ABB’) un unghi A’

cu masura de 30°. B’
Solutie: Deoarece pr pc)A'C = A'B, rezulta ca «(A'C, (ABB")) = “

= «CA’B. Din triunghiul A'BC, «B = 90°, rezulta, conform teo- D .
remei 30-60-90, ca A'C =20 cm. Aplicand teorema lui Pitagora PN | C
in triunghiul A’AB, vom obtine ci AA" = 102 cm. n aceste A B

conditii, .4 = Z, - h= 40052 em® si 7'=.7, - h = 1000§2 cm’.

2. Se considera o prisma triunghiulard regulata ABCA'B’C’ in

care AB = 2AA’ si suma lungimilor muchiilor este egald cuy, A" C
90 cm. Aflati aria totala si volumul prismei. V
Solutie: Deoarece AB = 2AA’, obtinem ca suma lungimilor mu-

chiilor vafi6 - AB+3 - AA" =15 - AA" = 90 cm, dech AA' = A C
=6 cm, iar AB =12 cm. Atunci .7 = %, - h = 216 cm’, &/, = &/ +
B

+ 2.4, = 72(3++/3) em®si ¥'= .4, - 11 = 21633 e’

3. O piesd se obtine dintr-un paralelipiped dreptunghic prin indepartarea din fiecare
varf a cate unui cub. Dimensiunile paralelipipedului sunt egale cu 5 cm, 6 cm si 8 cm,
iar latura cuburilor este egald cu 2.¢m. Aflati:

a) volumul piesei; b) aria piesei.
Solutie: Volumul paralelipipedului este 7par. =

=L-1-h=240 cm? iar volumul fieciruia dintre
cele opt cubulete care se elimind este 7ab =8 cm’.
Volumul piesei va fi Jiess = Ygar® 8 Yo = 176 cm’.
Cand calculam insaaria.nu vom mai scadea
hpar. — 8.4, cutn, poate, ca ar fi tentat sa pro-

cedeze ciheva neatent«Sa urmarim, de exemplu,

S

coltul dreapta-fata<sus: se ,pierd” trei patrate de latura 2 cm, dar se ,castiga” trei noi
patrate’de latura 2 cm (cele hasurate). Prin urmare, in acest caz, aria piesei va fi egald

cu aria paralelipipedului, anume .%/= 236 cm”.

Indastfel de situatii, recomandam a nu se urmari aplicarea unor ,retete”, ,formule”;
este preferabil sa vedem din ce este formatd suprafata piesei obtinute si sa adunam
ariile tuturor poligoanelor gasite.
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V.4. TRUNCHIUL DE PIRAMIDA

Conventii de desen

Trunchiul de piramida regulata se obtine In urma sectiondriisinei piramide re-
gulate cu un plan paralel cu baza, eliminand piramida ce s&formedza in varf. Inal-
timea unui astfel de trunchi uneste centrele celor doud baze.

Notatii: MM’ =a - apotema trunchiului;

OO’ = h —1naltimea trunchiului.

Observatie: Remarcdm ca n notatiile indicate 4 siJunu reprezinta apotema, respectiv
indltimea piramidei mici formate.

Aria si volumul unui trunchi de piramidaf¥egulata

P+ /
=S+ B+ Ay A= M; ’Z”:E/I.(,(/B +'('//;+ ,*(/B"(‘/h)

2
PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera trunchiul de piramidatriunghiulara regulata ABCA'B’C’ cu muchiile
bazelor AB=8 cm, A’B’ = 6'cm si Indltimea OO’ =4 cm.
a) Calculati volumulstrunchiului.
b) Aflati volumul piramidei din care provine trunchiul.
¢) Determinati ariaitotala a trunchiului.
Solutie: a) Folosind formula, obtinem ca:

Q0"
Vo= T(‘Q{ABC et Aape Ty ) =

SO0 ABYN3  A'B*3 AB-AB-\3| _ A
3 |t 4 4

< %(16\/3 +93+1243 ) _ 14843 .

3
b) Din asemdanarea piramidei VA'B'C’ cu piramida mare VABC, obtinem ca
v Y a _
s - AB :z, Atunci w  _04-27 3—7, de unde 7. mare = 25673 cm’.
pir. mare AB 64 /y]:;ir. mare 64 4 3
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c) Avem OM =1AM =l~ AB\/g =£
3 3 2 3
1 ABY3
=35
am notat cu P proiectia lui M" pe OM). Folosind teorema lui
Pitagora In APMM’, gasim cd apotema trunchiului are lungimea

P+ P ’
MM’ =+ PM?*+PM" zé cm. Rezulta ca .o, = w = 493 em? prin ur-

mare, .7, = ., + Ay+ .= 4933 +16+/3 +94/3 = 74/3 cm?.

cm, iar O'M’ = %A’M’ =

= \/3 cm, asadar MP = OM - O'M’ = g cm (unde

2. Fie ABCDA'B’C’D’ un trunchi de piramidad patrulatera regulatd in care AB =16 cm,
A’B’ =4 cm si volumul trunchiului este egal cu 672 cm’. Vv

a) Calculati aria totald a trunchiului.

b) Aflati indltimea piramidei din care provine trunchiul.

c) Aflati masura unghiului format de o fata laterald cu planul
bazei mici.

4

Solutie: a) Deoarece 7, = %(WB + ) + |ty - ) , rezulta ca e c

O?? (AB*+ A'B” + AB- A'B') = 672, deci OO’ = 6 ent: Bfe Bipro- £ O” &
A

iectia punctului M’ pe OM. Deoarece OM = % =8em, O'M’ =

_AB 2 cm, OO’ = M'P = 6 cj rezultd cd MM’ =+ MP? + PM? =
P +P) MM’
= 6x/§ cm. Atunci 7, = %: 240\/5 am’ ., =, +
+ A+ = 24032 cm? + 278 cmd =116 (15v2 +17) cm?.
Ja o Ca . VO’ O’A
b) Deoarece O'A" || OA, rezultd ca AVO’A’ ~ AVOA, deci = a, de unde

obtinem ca YO =8 cm.
¢) Determinamymasura unghiului format de planele (BCC’) si (ABC). Deoarece (BCC') N
N (ABC)= BC, MM~ 1 BC, MM’ c (BCC"), OM L BC si OM c (ABC), rezulta ca unghiul
cdutateste M 'MO. Din triunghiul dreptunghic isoscel M'PM deducem cd «M 'MP = 45°.
8. Fie'lABCDEFA'B’C'D’E’F’ un trunchi de piramida hexago-
nala regulata in care AB=10 cm, A'B’=2 cm si BE'= 6x/g cm.

a)fAflati indltimea trunchiului de piramida.

b) Determinati volumul trunchiului de piramida.

¢) Calculati aria laterald a trunchiului de piramida.
Solutie: a) In cele doud baze, BE si B'E’ sunt diagonale ,mari”,
deci BE=20 cm si B'/E’ =4 cm. Fie E'T L BE, T € BE. Atunci
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TE :BE_%: 8 c¢m, deci BT = 12 cm si, conform teoremei B L’
lui Pitagora, E'T =+ BE”? —BT? =6 cm. Asadar, OO’ =6 cm.
00/ 00(, ABN3 _AB*3 m
Vo= A+ A+ A A )= : : E
b) 7. 3 (%+g{+ A %) 3 [6 1 +6 R T

+6 =37243 cm’.

AB- A3 j
c) Fie M mijlocul CD si M’ mijlocul C’'D’. Deoarece triunghiu-
rile COD si C'O’D’ sunt echilaterale, rezultd ca OM = 543 cm

si O'M’ = /3. Dacd M'P L OM, P € OM, atunci MM’ =

) P+ P) MM’
= 24/21 em. in concluzie, .7, = G+ ) MM _ 7221 em?.

2
PROBLEME PROPUSE

1. O piramida patrulatera regulata are toate muchiileyde ltingime 8 cm. Sectionam
piramida cu un plan paralel cu baza, care trece prinsmijlocul tndltimii. Calculati aria
totala si volumul trunchiului de piramida care se obtine.

2. Fie ABCDA'B'C’D’ un trunchi de piramida patrulatera regulatd cu muchiile ba-
zelor AB=18 cm, A’B’ = 6 cm si avand Inaltimea OO’ = 63/3 cm. Calculati aria laterala
si volumul trunchiului.
3. Un trunchi de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C’D’ are laturile bazelor
AB=12 cm, A'B"'=4 cm si apotemaMM =12 cm. Calculati:

a) aria laterald si volumul trunchiului;

b) inaltimea piramidei din care provine trunchiul.
4. Fie ABCDA’B'C'D/gun trunchi de piramida patrulatera regulata in care AA’" =
= A’B’ =6 cm. Muchia laterala AA’ formeaza cu planul bazei (ABC) un unghi cu masura
de 45°. Calculati volumul trunchiului.
5. Un trunchi de piramida patrulatera regulatd ABCDA’B’C'D’ are inaltimea OO’ =
= 6 cm] latura bazeismari AB = 12 cm si volumul 7= 378 cm’.

a) Aratati caA’B’ =3 cm.

b) Calculati aria laterala a trunchiului.
6.4 Un trunchi de piramida patrulatera regulata ABCDA'B’C’D’ are centrele bazelor O,

respectiv O’. Se stie ca AA” L OA’, OA’ =6 cm si AO = 6+/3 cm. Calculati volumul
trunchiului.

7. O firma construieste din beton postamentul pentru amplasarea unei statui sub
forma unui trunchi de piramida patrulatera regulata. Daca lungimea muchiei laterale
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16.Un trunchi de piramida triunghiulara regulatd ABCA'B’C” are lungimea muchiei
s o UV S . . .
laterale egald cu 15 cm, indltimea trunchiului reprezinta B din lungimea muchiei

laterale, iar raza cercului circumscris bazei mici are lungimea de 3 cm. Calculati:

a) volumul trunchiului;

b) aria triunghiului rezultat prin sectionarea trunchiului cu un plan paralel cu
bazele ce trece prin mijlocul tnaltimii.
17. Trunchiul de piramidd triunghiulard regulatd ABCA'B’C’ are inaltimea OO =
= 3 cm, latura bazei mici A’B’=6+/3 cm, iar unghiul dintre fata laterala si planul bazei
mari are masura de 45°.

a) Aflati lungimea laturii bazei mari.

b) Determinati aria totala a trunchiului.

c) Gasiti tangenta unghiului dintre muchia laterala si planul bazéi mati.

18.Se considerd trunchiul de piramida triunghiulara regulata ABCA'B’C’ in care cu-

noastem laturile bazelor AB=6 cm, A’'B'=3 cm si AC' = 377
a) Calculati lungimea Inaltimii trunchiului.
b) Determinati volumul trunchiului.
c) Aflati Inaltimea piramidei din care provine trtinchiul.

19. O foaie de tabld are forma unui hexagon regulat ABEDEF A D
cu latura de 20 cm. Notam cu M, N, P mijloacele laturilor
AB, CD, respectiv EF si indoim tabla,dupa dreptele MN, NP
si PM. Se obtine astfel un vas (fara capac) avand forma unui B . C
trunchi de piramida triunghiulara reguilata (fig. 2). Fig. 2
a) Aflati suprafata foii de tabla folosite pentru confectionarea vasului.
b) Calculati capacitatea yasului.

20.Un trunchi de piramiddshexagonala regulatd ABCDEFA'B'C’'D’E’F’ are laturile
bazelor AB = 18 cm, A’B’ =12/cm si Indltimea OO’ = 3 cm. Calculati volumul si aria

<
z

laterala ale trunchiului.
21. Un trunchidde piramida hexagonald regulata ABCDEFA'B'C'D’E’F’ are laturile ba-
zelor AB =10 cmj, A'B" =2 cm si aria laterald .7 = 252 cm”.
a) Aflati volumul trunchiului de piramida.
b) Calculati indltimea piramidei din care provine trunchiul.
224Se considerda ABCDEFA’B’C’D’E’F’ un trunchi de piramida hexagonald regulata cu

muchia bazei mici A'B’ = 6 cm, apotema MM’ = 43 em si unghiul format de planul
unei fete laterale cu planul bazei mari cu mdsura de 60°.

a) Determinati volumul trunchiului.

b) Aflati distanta de la punctul A la planul (CDD").
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CAPITOLUL VI

RECAPITULAREA MATERIEI
DIN CLASELE V-VII

VI.1. NUMERE NATURALE

1. Determinati:
a) numarul cu 3 mai mare decat 9; b) numarul cu 3 mai mic decat
¢) numarul de 3 ori mai mare decat 9; d) numadrul de 3 ori mai mic decat 9.

2. Calculati:

a)10-2-4; b) 4005 : 15;
c)54:3*+11; d) 18- (10-8:
e)20-14-(18-9-2); ) 222 -22.- 2

3. Consideram numerele g, b, ¢, d astfel incata=5,b—c= 2077 (4% - 10%).

a) Aratati cad =4.

b) Calculati a* + ab — ac — d*.
4. Calculati:

a) (2100 + 2101 + 2102) :2100, 36 64

c)16*: (2-4>-8); f1(3°+8-3-6-3Y.
5. Determinati:

a) cel mai mare patrat perfect mai decat 2020;

b) cel mai mic cub perfect mai mare decat 2020.

6. Determinati numerele d na 25a divizibile cu 2, dar care nu se divid cu 3.

7. Determinati nu le a7b divizibile cu 5 si cu 9.

8. Determi erele naturale a si b, stiind ca cel mai mare divizor comun al

t i a+b=351
X nenule, diferite doua cate doua, si S = % + E + @.
a numarul S este divizibil cu 37.

minati numerele naturale 7, stiind ca 3n + 11l divide pe 70.
ratati cd numarul a=2"+2>+ ... + 2** se divide cu 42.

12. Artati cd numarul a = 2*.7"?-28"" —4".7""" se divide cu 392 pentru orice
numadr natural nenul n.
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VI1.5. FIGURI GEOMETRICE PLANE

1. Pe o dreaptd se considera punctele A, B, C, D, in aceasta ordine, astfel incat AD =
=15 cm, BC=3 cm si AB = CD. Calculati lungimea segmentului AB.

2. Punctul M este mijlocul segmentului AB si punctul P este mijlocul segmentului

AM. Calculati valoarea raportului

3. Pe o dreaptd se considerd punctele A, B, C, D, in aceastd ordine, iar M si N\sunt
mijloacele segmentelor BC, respectiv CD. Se stie cd MN =3 cm, AN =7 cmysi BN, =
=4 cm. Calculati lungimile segmentelor AB, BC si CD.

4. Raportul dintre mdsura complementului unui unghi si mdasura suplementului

o . 2 s o
aceluiasi unghi este 5 Aflati masura unghiului.

5. Un unghi are masura de 72°30'.

a) Aflati mdsura complementului unghiului dat.

b) Aflati mdsura suplementului unghiului dat.
6. Pe dreapta AB consideram punctul O, intre A si’B. Punctele C si D sunt de o parte
si de alta a dreptei AB, astfel incat «BOC = «AOD. Aratati ca punctele D, O, C sunt
coliniare.

7. 1. Fied, asib trei drepte in plan.

a)Dacaa| bsiald, atuncib L.

b) Dacaa LdsibLd, atuncial||b.

II. Fie a, b, a’ si b’ patru drepte in plan astfel incata L bsia’||a, b’ || b. Atuncia’ L b’".
8. In triunghiul ABC avem/*B= 65° si «C = 45°. Determinati masura unghiului format
de inaltimea din A si bisectoarea unghiului A.
9. Consideram triunghiul dreptunghic ABC, «BAC = 90°, si CD bisectoarea unghiului
ACB, D € AB. Stiind caAD= 3 cm, calculati distanta de la D la BC.
10. Consideram triunghiul ABC si AD, D € BC, bisectoarea unghiului BAC. Punctele E
si F sunt proiectiile lui D pe AB, respectiv AC. Demonstrati cd AD este mediatoarea
segmentului EF:

11.FietABC/un triunghi echilateral si D simetricul punctului B fata de punctul C.
Aratati ca triunghiul ABD este dreptunghic.

12. Triunghiurile isoscele ABC si DBC au baza comund BC. Demonstrati ca AD 1 BC.

13. Considerdm triunghiul ABC dreptunghic in A.
a) Determinati pozitia ortocentrului triunghiului ABC.
b) Determinati pozitia centrului cercului circumscris triunghiului ABC.
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INDICATII SI RASPUNSURI

TESTE INITIALE

Testull.I.1.B.2.C.3.D.4.D.5.C.6.B.7.A.8.D.II.1.a=2,b=%,m =%.2.5%.3.b=

8
=8 cm, (B—b):2=2 cm. 4. a) Conform teoremei inaltimii, AD* = BD - DC. Obtinem ¢d CD.=
=6 cm, BD =12 cm, deci .- = %BC =542 cmz; b) Cu teorema catetei, AB= 6+/6 em si

AC =6+/3 cm. Din triunghiul EAC, €A = 90°, conform teoremei lui Pitagora, CE = 9%/2.cm.
Deoarece DE este mediand corespunzdtoare ipotenuzei in triunghiul ADB, obtinem DE =
= 31/6 cm. Asadar, perimetrul triunghiului CDE este 3(J6+2+3+2) cnd.

Testul 2.1.1.B. 2. A.3.C.4.C.5.A. 6.D.7.B.8. C.II. 1. x =3,y =1,2= 5, m,=3. 2. 7m + 5d =
=41sid=m+ 1, de unde m =3, d = 4. 3. AB = AC = 3. 4. a)sFie D mijlocul laturii BC.
Triunghiul ABC este isoscel, deci AD L BC. Din triunghiul ABD ebtinem AD =15 cm, deci

AD-BC
A ppe = 5

= 180 cm’ b) Fie G punctul de intersectie ‘@ medianelor AD si BM. Din
triunghiul BGD, «D = 90°, obtinem ca BG = 13 cm, prin‘urmare,BM = 19,5 cm.
Testul 3.1.1.C. 2.B.3.D. 4. A.5.D. 6. B. 7. B. 8./A. IL. 1. x :;, y :%, x+y =2. 2. Orice

modul este nenegativ, deci x —y +1=0six +2y+ 1=0, de unde Y

T--e
x :—%, y :% 3. M ={(-3,-1), (-1, -3), (1, 3), (81)}. Reprezen- L

. O .
T
— Ao = 404383 -6/3426\3 ; b) tg(xAPD) = —_J— N X

tarea este realizata In figura alaturata. 4..a) <Vppoc = Apep = Fpap —

[ R S
:
'
1
L-s

deci «APD = 60°. Apoi,‘tg(«BPQ)= Bg j_ deci «BPQ = 30°.

Rezulta cd «DPQ= 180%°~ «APD — «BPQ = 90°.

Testul 4.4, 1.A.2.B33.C. 4.D.5.C. 6. A.7.B. 8. A. IL. 1.a =25, b = 3; (8b —a)'"" = (-1)""" = 1.
144p
100

[ u——

2. Daca pieste pretul'initial, dupa a doua marire devine TOP . Astfel, =108, de unde

p'= 75 lei. 3.)Raza cercului este jumatate din diagonala dreptunghiului, adica 13 cm.
4. a)p)DacaAM = x, atunci AB = AC = 2x. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul MAC,

gbtineni5x* = 20, deci x =2. Atunci AB=AC =4 cm, BC = 44/2 cm, deci P, =4 +4 + 42 =
= (8+4\/§ ) cm; b) Triunghiul ABC fiind isoscel, AD este si mediand, deci punctul G este

centrul sdu de greutate. Folosind concurenta medianelor intr-un triunghi, punctele B, G si
mijlocul segmentului AC sunt coliniare.
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ALGEBRA

CAPITOLUL |. INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUATII IN R

I.1. Multimi definite cu ajutorul unei proprietiti comune elementelor lor

1.A={ei,u};B=1{1,3,57,9};C=4{0,1}; D=1{2,3,5,7}.2.a) A={2,5,8};b) B={1,2, 3, 4,
5 ..,95¢)C={9};d)D={0,4,8%.3.a) AUB={-2,0,1,7;b) AnB={1};c) A\ B={-27};
d) AxB={(-20),(-21),(1,0),(1,1),(70), (7 1)}4aA={1,235b)B={-2 1,1 2%
c)C={-1,1};d) D={3, 4}.5. a)A={x|xestecifréparé};b)B={x|x=k2,ke Ni0) C={x|

xe N x|8};,d)D= {x xZﬁ,ke {1,2,3,4, 5}}.6. a) De exempluy, {-2,2, 6} c Asi {0, 2,4} c B;
+

b) 200 € B,200 ¢ A, 201 ¢ A,201 ¢ B,202 € Asi202¢€ B;c)Dacdx e Aqatunci x =4k +2 =
=2k +1),decixe B;200 € Bsi200¢ A, deci Bz A.7.a)2018 =3 - 672 +2,'deci 2018 € C,
2018 ¢ A, 2018 ¢ B; 2019 =3 - 673, deci 2019 € A, 2019 ¢ B, 2019 ¢ C;2020=3 - 673 + 1, deci
2020 € B, 2020 ¢ A, 2020 ¢ C; b) A N B = J; ¢) Deoarece A U BUC @ N si orice x € N se
scrie sub una din formele 3k, 3k + 1 sau 3k + 2, rezultd ca A U B'U C=N.8.a) A={(3, 1),

2,3),(1,5), (0, 7)}; b) B={(-2, -1), (-1, -2), (1, 2), (2, 1)};@).C =¥(1, =2)}. 9. a) |A| = 19; b) |B| =
=11; ¢) |C| = 20; d) |D| = 45. 10. a) A = {o; 7 34/2; o,(z)} {b) B= {3\/5; n},- o C= {0; —g};

d)D= {3\5} 11.a) A=1{1,2,4};b) B=1{0,2, 4T &\C =%-5,-2,-1,0,1,4}; d) D = {-6, -2, 0, 4.
12.M={-4,-3,..,895,A={0,1,2..,9}, B={+4,-3,-2,-1,0},;C={-2,-1,0,1,2}; D=
={-4,4,5,6,7,8,9}.13. Se verificda A c Bsi BC A. Dacax e A, rezulta cax=2k+1=201-
- 200 + 2k =201 — 2(100 — k) = 201 - 2p, iar k € Z implicd p € Z, deci x € B si, astfel, A c B.
Analog se demonstreaza ca B_c A. 14. Fiecare multime contine cate un singur element,
astfel: a) P — mijlocul segmentuluiBC; b) Q — centrul cercului circumscris triunghiului ABC;
c) R este mediatoarea segmentului AB; d) S — centrul cercului inscris In triunghiul ABC.
15. a) B, este multimea acelor puncte avand coordonatele egale. Toate aceste puncte sunt
coliniare si formeaza o dreaptd, numitd prima bisectoare (figura 1); b) B, este multimea acelor
puncte avand coordonatele opuse. Toate aceste puncte sunt coliniare si formeaza o dreapts,
numitaga doua bisectoare (figura 2); c) C este segmentul cu capetele M,(-1, -1) si My(1, 1)

(figura 3).
¥ y y
A M
0 X O x o : x
Ml' ......
Figura 1 Figura 2 Figura 3
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d) S={0}.12. ) S = (4, «); b) S =[5, =); ¢) S = (o0, =2]; d) S = (oo, 2). 13. a) S = (=, 2); b) S =
=[2,);,¢) S=(3, ) d) S =[-2, ). 14. ) § = [—oo —} b) S = {0} U [— wj ¢) 5= (9, )

d) S=(2,%).15.a) S=[-1,3];b) S=[-3,1]; c) S=[-3, 1];d) S=[-3,1]. 16.a) S=[-2, 3]; b) S =

= (~o0, 2) U (3, =); ) S = (—2, %] d) S = (o0, -2) U Bwj .17.2) S=@;b) S = (—% 4j

5= {z} d)Ss= B ﬂ 18.2) m € [3, oo); )me[—w,g}dme[—Zoo);d)me [gw]

19. a) a € [-3, e0). 20. a) x € (—o, =2); b) x € [2, =); ¢) x € (5, 11); d) x € [-5, 10]:21. a) S =
4 4 4 5 1
=|—=,0|;b)S=|—=,0|;0)S= 22.a)xe (-2,4];b -2, 1). 23. =2,— .
s (b pos-[£3] maee 2 morve ran ok 32
24. Daca ¢ este numadrul de raspunsuri corecte, 0 < ¢ < 100, ¢ € N, atunci 100 — ¢ este

numarul de raspunsuri gresite. Din conditia 5¢ — 3(100 — ¢) > 80 rezultd ¢ 2 48. Asadar, 48
este numdrul minim de raspunsuri corecte. 25. 90 < 3x + 30 < 180 six.€ 7, de;unde x € {21,

22, ...,49}. 26. |r1 — 15| < 0,0, <71y + 15, prin urmare r; € (1, 15). 27..4£238,75. 28. G < 19%.

Recapitulare si sistematizare prin teste

Testul 1. 1. A = (-2, 5]. 2. §>% < 16>15si %<\/§¢:>8<5\/§ < 64<75.3. M={0, -1},

produsul este 0.4. AN B=[1,2); AuB=(-9,7).5.5=(1,0). 6. (x,y) € {(2,1),(2,2), (2,3)}.
7.|B|=11.8.b) Daca x € A, atunci u(x) € {2, 7}ydeci®# p.p. Asadar, AN B=0.
Testul 2.1. . 2. M= {3k | ke {0,1, 2, 3,4}.8. {1, 3}. 4.[49 kg, 51 kg]. 5. -1. 6. 2x - 3| <5 <

exe (-1,4).7. Din0<x <1 rezultd 0 < ¥’ < x< 1/deci 0 < x < \/; <1.8.a)52-3p =0, deci
p<17,deunde BN N|=18;b) AnB={,7,...,49}={6t+1|te {0,1,2, ..., 8}}.

Testul 3. 1. F. 2. o € (0°, 90°). 3. B={—?;—\/;; 0,-2—\6}. 4. M=(-o5,2).5.x=2.6. A=

={-3,-1,0,2,3,5}. 7. Ding = 145 2x + 1 se obtine x € (2, 6).8.a) A= (—/2,32) si-141

=3\/§—x, iar |x+\/§|+|x—3\/§|=

€ A; b) Daca x € A, atunci |x+\/5|=
= 4x/§ nu depinde de x.

CAPITOLUNL. @AbCUL ALGEBRIC IN R

II?1. Operatiffeu numere reale reprezentate prin litere: adunarea si scaderea.
Reducereéagtermenilor asemenea

1. a) 24, b) —2x; c) 2y; d) -3t. 2. a) —%x; b) %x; c) x; d) 0. 3. a) 4a; b) —24; c) -b; d) 15b; e) O;
f) 2c. 4. a) -a —4; b) 7x — 9; c) 3a— 6x; d) 7a — 9x; e) —a; f) x — a. 5. a) 4x + 5y; b) %x—%;

C) —%a—%b; d) 2y; e) —4b + 12¢; f) 5x + 2y — 5z. 6. a) —x + 2; b) 2x + 1; ¢) —x — 5; d) -5x + 14.
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CapitoruL HI. FUNCTIHI

l1I.1. Notiunea de functie

1. a) Nu: unui judet 1i corespund mai multe orase; b) Da; g(Arges) = Pitesti; g(Cluj) = Cluj-
Napoca; g(Maramures) = Baia Mare; g(Vrancea) = Focsani; c) Da; h(Barlad) = Vaslui;
h(Husi) = Vaslui; h(Petrosani) = Hunedoara; i(Deva) = Hunedoara; h(Orastie) = Hunedoara.
2. a) Da; b) Nu; c¢) Da; d) Da; e) Nu; f) Nu. 3. Notam cu A domeniul si cu B codomeniul.
a)A=1{1,2,3},B={a b};;b) A={0,1}, B={-1,1,3}; c) A={L], <>, Oy, B= {A, Ay
4.a) A={-1,1, 2,3}, Im f={a, b, ¢, d}, iar codomeniul poate fi orice multime B care incltide
{a,b,c,d};b) A={-2,-1,0,1,2},Imf={0, 1,4}, B5 {0, 1, 4}. 5. a) Domeniul este {3, -2, 0, 1},
codomeniul este {-3, -2, -1, 0, 1, 2}, iar imaginea este {2, -1, 1, 2}; b) Domeniul este {2, -1,
0, 1, 2}, codomeniul este {-1, 0, 1, 2, 3, 4}, iar imaginea este {0, 1, 4}. 6. a) f: {0, 1, 2, 374} = B,
f(x) = (1)1, Im f={-1, 1}; B poate fi orice multime care include Im f; b) {0, 1, 2, 3, 4} — B;
f(x)=2x-1;,Imf={-1,1, 3,5, 7); B poate fi orice multime care include Im f. 7Z:a).B ={-1, 1, 7};
b)A={-2,-1,0,1,2}.8.a) R\ {1}, b) [2, +ec); c) R. 9.a=b=1, A=%Z.10. a) 2; 3; b) Im f =

={3,-1,1,3). 1L a) m, = 1, m, = 9; b) A=~2[(av/2 +1)— (N2 41)[22(a% D) € 7. 12. a) 115;

b)0.13.a)x=%;b)x=1;c)xe {-1,3} 4. xe [-3,1]. 15.a) fN2)=#({3)=3(3-+2) >0,
deci f(\/E)>f(x/§), b) f[€]=06 Q, f(0)=\/ze R \/Q. 16. a) m € {0, 1}; b) 1—(1)1

17. a) f(0)=0, f(5)=5, f(9) =2, f(1000) =6, (3008)=05b) Im f= {0, 1, .., 6}. 18. a) f(-5) =

=25; f(—\/§)=3,f(—1) =1,f(\/§) =2,/(2)=2,f(4)=3;b) Observam ca x € (—eo, -1] = f(x) 2 1,
xe (-1, 2] = f(x)=2,x € (2, ) = f(x)€ (1, o), prin urmare f(x)=1, V x € R. 19. a) Tre-

cem x — x + 1 si obtinem ca f(x)=2x%3, V x € R; b) Trecem x — % si obtinem ca
2
f(x) =xz , V x e R.20.ayLudm x =-1 in relatia din ipoteza; obtinem ca f(0)=-2- f(0), de
unde f(0) =-1; b) Tnf(x 1) =2x + 1, trecem x — x — 1, obtinand f(x)=2x-1, Vx e R.
21. a) f(a)=1, f(b)=2, f(e) e {1, 2}, deci existd doua asemenea functii; b) f(b)= f(c)=2,
f(a) € {1, 2}, deci.exista doua astfel de functii. 22. a) f (1) =f(2) =... = f(10) = 1, deci existd o
singura functie; b)existd un unic 7 € {1, 2, ..., 10} pentru care f (i) =1, iar f(j) =0, V j # i;
obtinem 10"astfel’ de functii. 23. s(t) = 70t, respectiv s(t) = 50 + 70¢. 24. u(t) = 6¢. 25. b) g(n) =
= 800-m— f(1)=4001—-10000000; ¢(20000) = —2000000 < 0, g(30000) = 2000000 > 0; la o pro-

ductie de 20000 unitdti, fabricantul are o pierdere de 2000000 lei, iar la o productie de
30000.masini de spalat, are un profit de 2000000 lei; c) n > 25000; pentru aceste valori ale lui
n, fabricantul are profit.

111.2. Graficul unei functii

1 a) sz {0, 1)/ (1, 2)/ (2/ 3)}; b) sz {1, 1), (Or 0)/ (1r O)r (2, 4)}; C) sz {(1/ _1)1 (3r -1), (4r 1)};
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GEOMETRIE

CAPITOLUL IV. ELEMENTE ALE GEOMETRIEI iN SPATIU

IV.1. Puncte. Drepte. Plane

1. 180°. 2. P;: A; P,: F; P52 A. 3. a) AB si CD sunt necoplanare, D ¢ o; b) (ABC) N oo = AB;
¢) (ACD) n (BOC)=CD. 4. P;: A; P,: F; P;: A; Pyt A. 5. a) Sunt 8 drepte: AB, AC, AD, BC,.CD,
DB, AM si BM; b) Sunt 5 plane: (ABC), (ACD), (ABD), (BCD), (ABM). 6. a) Sunt 7 plane:
(ABC), (PAB), (PBC), (PCD), (PAD), (PAC), (PBD); b) (PAC) n (PBD) = PO, unde {0} =
= AC N BD; c) AB si CD sunt paralele, AC si BD sunt concurente, iar PA si BC suntmnecopla-
nare. 7. a) Dreptele concurente AC si BD determina un plan, iar punctele A, B, C, D apartin

acestui plan; b) .75, = 260 cm’; ¢) Deoarece % # g—g , rezulta ca dreptele coplanare AB si

DC sunt concurente intr-un punct P. Avem P € AB c a.si P € CD,deci planulia si dreapta
CD au un punct comun. 8. Dreptele BD si EF sunt concurente in mijlocul segmentului AC,
deci determind un plan. Punctele B, F, D, E apartin planultii o deci sunt coplanare.
9. Punctele A, O, C sunt coliniare, deci punctele A, C, E;"© sunt'coplanare. 10. Medianele
AM, BN si CP ale triunghiului ABC sunt concurente in G, Cele treiplane considerate contin
dreapta DG.

IV.2. Piramida

1. a) piramida patrulaterd; b) piramida triunghiularaysau tetraedru; c) piramida hexago-
nald; d) piramida triunghiulard saustetraedru; e) piramida pentagonald. 2. De exemplu:
a) unele cutii pentru lapte, unele corturi; b)*piramidele egiptene, unele acoperisuri.
4. a) piramida triunghiulard; b) piramida patrulaterd; c) piramida hexagonald. 5. 60 cm.

6.12 m. 7. 443 cm’. 8. 45 em. 9. 273%em’. 10. a) 2, =6(1+/3) cm; b) MN =312 em;
¢) (ANB) N (CMD) = MN. 11. Deoarece MP = 3\/5 cm si MN = NP =3 cm, avem MP* = MN” +
+ NP?, deci «MNP =909 si atunci %, = 4,5 cm’. 12.24 cm. 13. a) (ADE) n (CDF) = BD;

b) (ABC) A (DEF) = EF4. 33 cm si 12 cm®. 15. 324/3 dm’. 16. a) AB =12, VM = % =6 cm;

b) CV? + VM*=,CM*=/«CVM = 90°; ¢) VO = 2\/5 cm. 17. Triunghiul ABC este echilateral,

AB\3 -

deci AM =T 6 cm = VA. 18. 49 cm? 19. 48 cm. 20. MP = 6 cm, SO = 4 cm. 21. 4 cm?,

3 em*\22.Daci VA = AB = g, atunci BD =a~/2, ciici BD este diagonala patratului ABCD
clt AB =ta. Cum VB* + VD? = 24> = BD?, rezultd cd VB L VD. 23. Deoarece VA = AC = CV =

3
2

cm’. 24. a) 12(1+\/E) cm;

= a2 , rezultd ca triunghiul VAC este echilateral, deci .27, =

b) 60°. 25. Cum diagonala BD a patratului ABCD este egald cu 82 cm, avem VD + VB =

2
= (8«/5 ) = BD?, deci «BVD = 90°. AplicAnd teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice
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= «ACB = 60°; c) Fie P mijlocul segmentului AB. In triunghiul isoscel MAB, mediana MP

MP-AB _ MA-d(B, MA) — d(B, MA) = MP-AB _ 245 om

2 2 MA 5

3.a) MC =9 cm; b) Cum BD 1L AC si BD L AA’, rezulti ci BD 1 (ACC’). Insa AC’ c (ACC’),

deci BD L MC’; c) Fie O centrul bazei ABCD si P = pry, A’. Am aratat ca BD 1 (ACC’) si,

cum A'P ¢ (ACC’), inseamna ca A'P L BD. Deducem ca A’P L (MBD), prin urmare
AP A'M  asadar AP = OA-AM _

OA OM oM

este si indltime. Avem .7, =

6 cm.

CAPITOLUL V. ARII §1 VOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

V.1. Calculul unor distante si a unor masuri de unghiuri in corpurile studigte

1. a) In triunghiul AB'D’, MN este linie mijlocie; MN = 2 cm; b) Ifitzucat MN [PAB’ si D'C ||
|| A’B, se obtine «(MN, D'C) = «(AB’, A'B). Dacd {O} = A’'B n A’B,itriinghiul B'OB este
echilateral, deci «B’OB = 60°. 2. a) d(D’, AC) = D'O :12\/ﬁ am; b) Construim DT L D’O,
Te D’O. intrucat DT L D'O, D'O L AC si AC L DO, obtinem, conform R,T31, ca DT L

(D'AC), deci d(D, (D'AC)) = DT. Din triunghiul 'DOpDT =2 D'-DO 24f

DO 5

a) «((A'BC), (ABC)) = «ABA’ = 30°. Din triunghiul ABA" obtinem AA’ =242 cm. Fie O

. OM AO
cc’ AC

2\21

deci OM—— cm; b) Tinand cont«a (ABB’) n (BDB’) = BB’, AB L BB’, BD 1 BB/,
deducem ca <f:((ABB'), (BDB")) = «ABD>= 45°. 4. a) Fie M mijlocul lui A’B’. Deoarece
MC’ =243 cm si AM =24y/2 ém, avem tg(«MAC’) = AA//IIZ i:ﬁ Vo ; b) Fie N mijlocul

laturii BC. Deoarecedtriunghiul ABC este echilateral, rezultd cd AN L BC. Din triunghiul
isoscel A'BC, rezultd ci2A’N’ L BC. Intrucat (A’BC) n (ABC) = BC, AN L BC, AN c (ABC),
A’'N L BC si A’N @ (A’BC), deducem ca «((A'BC), (ABC)) = «<A'NA = 30°. 5. AB = 6 cm.
Deoareece AM L'CM, AM L MM’ si CM N MM’ = {M}, rezulta ca AM L (MCC"), deci «(AC’,
AM 5

ACT 10

b) Fie P'mijlocul lui AC. Intrucét triunghiul ABC este echilateral, obtinem ca BP L AC.
Atunci B'P 1 AC, deci distanta cdutata este B'P. Din triunghiul PBB’, «B = 90°, se obtine

B'P =3\/E cm. 6. a) Deoarece ABCDEF este hexagon regulat, rezulta ca AC L CD, AC =
= 63 cm. Cum AA’ L (ABC), CD c (ABC), AC L CD si AC c (ABC), vom obtine, conform
T31, ca A’C L DC, deci d(A’, CD) = A’C =12 cm; b) Tinand cont ca (A'CD) n (ABC) = CD,
AC L CD, AC c (ABC), A’C L DC si A’'C c (A’DC), deducem ca «((A'CD), (ABC)) = «A'CA.

(CMM)) = «AC'M. Din triunghiul AMC’, «M = 90°, obtinem ca sin(*AC'M) =
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CAPITOLUL VI. RECAPITULAREA MATERIEI DIN CLASELE V-VII

VIL.1. Numere naturale

1.a) 12;b) 6; ¢) 27;d) 3. 2. a) 2; b) 267; ¢) 17; d) 0; e) 20; f) 167. 3. b) 19.4. a) 7; b) 18; ¢) 4; d) 3.
5. a) 44°; b) 13°. 6. 250, 254, 256. 7. 270 si 675. 8. a =13, b = 260 sau a = 26, b = 169. 9. a) S =
=111(a +b+¢) si 111 =37 - 3, deci se divide cu 37; b) S € {666, 777, 888, 999}.10. n=0, 2, 3 sau
23. 11. Evident, a se divide cu 2. Cuma=(2+2) + (2°+2) + ...+ (2% +2")=2.3+2° .3+
+..427.35ia=Q2+22+2)+ (2" +2°+29+ .+ (2% +27+2%)=2.7+2" . 7+ .. #2027 7,
deducem ca a se divide cu 3 si cu 7. Astfel, a se divide cu2 -3 -7 =42.12.a=2 44" - 7h T ge

divide cu 2 - 4 - 7° = 392 pentru n > 1. 13. % 14. b) % 15. A ={2,3,4}; B= {3, 4,5, 6}.

16. a) Elementele multimii A sunt de forma3n+1,1n=1,2,3,...,,99,deci203=3-67+2¢ A;

b) 99 de elemente; c) m, = 3A+2+ 99+ 99)+99
este echivalenta cu 4a = 5(b + 2), deci 4a se divide cu 5. Gasim a=5, b =2. 193a) n =9(11a - b);

b) 1, = 18, 11, = 882. 20. Dacd a < 4, rezultd abc +ab+a <499 +49 + 42 628. Pentru a > 6,

=3-50+1€ A.17.a=2,b=5,¢c¢=7.18. Relatia

rezulta abc+ab+a =600 + 60 + 6 > 628. Prin urmare, a =5. Pentrua=>5, gdsim bc+b =73 si,
de aici, b= 6 si ¢ = 7. In concluzie, abc = 567. 21. 720, 721, +-5.729. 22. a) a =2 - 3*- 7; b) Din
a-b=(aDb)-[a, b], deducem b = 48. 23. Fie n numartl cautat./Atunci n=12x+9, n =15y + 12
sin=17z,x,y, z€ N. Rezultd n + 3 =12(x + 1) = 15(y*1), deci n + 3 se divide cu 12 si 15. Prin
urmare, 1 + 3 este multiplu de 60, de aici n € {57,117,177, 237, 297, 357,417, ...}. Cum n se
divide cu 17, prima valoare convenabila este #2 = 357. 24. Fie n numarul cautat. Atunci n =
=12x+7,n=15y+7,n=18z+7, %, y, z & N*. Astfel, n — 7 este multiplu de 12, 15 si 18. Prin
urmare, 1 — 7 este multiplu de 180. Cum n este minim si x, y, z € N¥, gdsim n = 187. 25. Din
teorema Impartirii cu rest, 77=m - x +5, 182 =n -y +2,225=n-z+3, n > 5. Rezultd cd n este
divizor al numerelor 72, 180 si 252:Cel mai mare divizor comun al numerelor 72, 180 si 252
este 36. Prin urmare, neste divizor al numarului 36 si n > 5. Rezulta n € {6, 9, 12, 18, 36}.
26. a) 18; b) 106; c) 27;.d) 42; e) 108; f) 8.27.3,4,5,6,7.28.a) Cuma +b +c =432, c =234 +
+a+b, deducem.c = 338si a'+ b =99; b) (a, b) € {(1, 98), (2, 97), ..., (49, 50)}, deci a,,,, = 49;
) 49 de perechi. 29. Fie/x randuri cu 16 scaune. Atunci 16 - x + 18(20 — x) = 350, deci x = 5;
15 randuri au cate 18 scaune. 30. Fie n numarul bancilor din clasa. Atunci numarul elevilor
din clasava fi 2n + 3 si 3(n — 3) + 2. Rezulta 2n + 3 = 3(n — 3) + 2, deci n = 10. Sunt 23 de elevi.
31. Fie a si b numadrul de elevi care participa numai la olimpiada de fizicd, respectiv numai
la cea deychimie, iar ¢ numarul de elevi care participa la ambele olimpiade. Rezulta ca
aFb+c=24,a+c=18,b+c=13. Deducem a =11, b =6, c=7. 32. Fie n numarul cartilor de
pe aldoilea raft. Atunci 2(3n — 10) = n + 10, deci n = 6. Pe primul raft sunt 18 carti.

VI.2. Numere intregi. Numere rationale
1. a) 12; b) -18; ¢) 25; d) -1; e) -1; f) —18. 2. a) -3; b) 0; ¢) 25; d) —4. 3. (2, -2); (2, -1); (1, -1).
4.0=-1;,5=1.5.-2.6. (x, y) € {(0,-3), (0, 3), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, -5)}. 7. a) 38; b) —15;
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